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Аннотация

В данной работе предложены способы выделения корреляционных плеяд при анализе матрицы коэффициентов корреляции: метод выделения достоверных сильных связей и построение коррелограммы и метод максимального корреляционного пути, построение дендрита признаков и «разрезание» его на плеяды. Разработаны алгоритм выделения плеяд, проверки корректности выделения плеяд признаков, методика анализа состава плеяд и оценки информативности признаков в пределах плеяды. 
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Введение
Корреляционные плеяды представляют собой группы переменных (признаков), между которыми установлены достоверные и сильные связи. Анализ состава плеяд имеет важное теоретическое и практическое значение. В частности, в пределах плеяды можно ранжировать переменные по величине среднего внутриплеядного коэффициента корреляции, в результате чего установить переменную, имеющую максимальную среднюю корреляцию со всеми другими переменными плеяды. Такую переменную можно считать наиболее информативной.

Если эту процедуру проделать со всеми плеядами, можно установить группу ортогональных (некоррелирующих между собой) информативных переменных для оценки той или иной выборки.

Кроме того, анализ состава плеяд позволяет более детально изучить взаимосвязи между переменными.

Для того, чтобы выделить корреляционные плеяды между переменными, необходимо вычислить корреляции между всеми переменными во всех возможных сочетаниях и сформировать из них матрицу. Размерность такой матрицы определяется числом переменных. Матрица будет квадратной (то есть число строк равно числу столбцов) и симметричной относительно диагонали. Ячейки матрицы, расположенные по диагонали, будут пустыми, поскольку корреляция переменного с самим собой не имеет смысла [1, 2].

Например, если переменных 10, матрица будет размером 10 х 10, то есть иметь 100 ячеек. Если исключить диагональные ячейки (10 шт.), остаются 90 ячеек. Поскольку матрица симметрична относительно диагонали, для её заполнения необходимо вычислить 45 коэффициентов корреляции.

Для формирования матрицы можно использовать любые коэффициенты корреляции: коэффициент Чупрова, ранговый коэффициент корреляции Спирмена, тетрахорический коэффициент корреляции, выборочный коэффициент корреляции, корреляционное отношение [3-7].

Цель и задачи исследования

Цель исследования – провести сравнительный анализ способов выделения корреляционных плеяд и проверку корректности выделения плеяд. В задачи исследования входило: 1) подготовка матрицы коэффициентов корреляции; 2) выделение плеяд признаков построением коррелограмм; 3) выделение плеяд признаков методом максимального корреляционного пути; 4) анализ корректности выделения корреляционных плеяд; 5) анализ плеяд и выделение наиболее информативных признаков.
Материалы и методика

В качестве модельного объекта для построения и анализа корреляционных плеяд выбраны сеянцы абрикоса обыкновенного. Проведено описание 100 сеянцев по следующим признакам: окраска побега, толщина побега, площадь листа, длина черешка, окраска плода, окраска мякоти, масса плода, масса косточки, поражение морозами, поражение болезнями. Переменные признаков унифицированы к порядковой шкале [8], затем рассчитаны коэффициенты ранговой корреляции Спирмена (табл. 1).
Таблица 1. Матрица коэффициентов ранговой корреляции Спирмена между 10 переменными 100 сеянцев абрикоса

	Признаки
	Окраска побега
	Толщина побег.
	Площадь листа
	Длина черешка
	Окраска плода
	Окраска мякоти
	Масса плода
	Масса косточки
	Поражение морозами
	Поражение болезнями.

	
	1
	2
	3
	4
	5
	6
	7
	8
	9
	10

	Окраска побега
	1
	
	-0,32
	0,41
	-0,19
	0,74
	0,02
	0,13
	0,18
	-0,34
	0,26

	Толщина побега
	2
	-0,32
	
	0,91
	0,18
	0,11
	0,28
	0,42
	0,37
	0,23
	0,17

	Площадь листа
	3
	0,41
	0,91
	
	0,83
	0,21
	0,12
	0,67
	0,54
	0,21
	-0,13

	Длина черешка
	4
	-0,19
	0,18
	0,83
	
	-0,01
	-0,03
	0,40
	0,35
	-0,36
	-0,27

	Окр. кожицы плода
	5
	0,74
	0,11
	0,21
	-0,01
	
	0,78
	0,50
	0,03
	0,14
	-0,12

	Окр. мякоти плода
	6
	0,02
	0,28
	0,12
	-0,03
	0,78
	
	0,80
	0,14
	0,06
	0,09

	Масса плода
	7
	0,13
	0,42
	0,67
	0,40
	0,50
	0,80
	
	0,87
	0,32
	0,29

	Масса косточки
	8
	0,18
	0,37
	0,54
	0,35
	0,03
	0,14
	0,87
	
	0,38
	-0,13

	Поражение морозами
	9
	-0,34
	0,23
	0,21
	-0,36
	0,14
	0,06
	0,32
	0,38
	
	0,56

	Поражение болезнями
	10
	0,26
	0,17
	-0,13
	-0,27
	-0,12
	0,09
	0,29
	-0,13
	0,56
	


Обсуждение
Предлагается два способа выделения корреляционных плеяд при анализе матрицы коэффициентов корреляции: 1) путем выделения достоверных сильных связей и построения коррелограммы; 2) с использованием метода максимального корреляционного пути построение дендрита признаков и «разрезание» его на плеяды.

Алгоритм построения коррелограмм. Коррелограмма представляет собой графическую систему из переменных, соединенных достоверными связями. Переменные обычно изображают в виде окружностей с номером переменной. Прямые связи, как правило, изображают обычными линиями, обратные – пунктирными.

Шаги алгоритма построения коррелограмм:

1) оценка достоверности каждого коэффициента корреляции тем или иным способом;

2) преобразование исходной матрицы путем удаления из неё недостоверных коэффициентов корреляции;

3) построение коррелограммы, состоящей только из достоверных связей;

4) построение коррелограммы, состоящей только из достоверных сильных (превышающих по абсолютной величине 0,7) связей, на этом последнем этапе и выделяются корреляционные плеяды.

Оценим достоверность каждого коэффициента корреляции на 1%-ном уровне значимости по формуле:
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Стандартное значение t01=2,58 (df=N-2=98).
Для удобства дальнейших расчетов построим матрицу из критериев Стьюдента, при этом значения критериев, превышающие t01, выделим более темной заливкой и полужирным шрифтом (табл. 2):
Таблица 2. Матрица эмпирических значений критерия Стьюдента, рассчитанных при оценке достоверности коэффициентов ранговой корреляции Спирмена между 10 признаками абрикоса

	Признаки
	Окраска побега
	Толщина побег.
	Площадь листа
	Длина черешка
	Окраска плода
	Окраска мякоти
	Масса плода
	Масса косточки
	Поражение морозами
	Поражение болезнями.

	
	1
	2
	3
	4
	5
	6
	7
	8
	9
	10

	Окраска побега
	1
	
	3,16
	4,05
	1,88
	7,30
	0,20
	1,29
	1,78
	3,36
	2,57

	Толщина побега
	2
	
	
	8,97
	1,78
	1,09
	2,77
	4,15
	3,66
	2,27
	1,68

	Площадь листа
	3
	
	
	
	8,18
	2,08
	1,19
	6,61
	5,33
	2,08
	1,29

	Длина черешка
	4
	
	
	
	
	0,10
	0,30
	3,95
	3,46
	3,57
	2,68

	Окр. кож. плода
	5
	
	
	
	
	
	7,69
	4,94
	0,30
	1,38
	1,19

	Окр. мяк. плода
	6
	
	
	
	
	
	
	7,89
	1,38
	0,59
	0,89

	Масса плода
	7
	
	
	
	
	
	
	
	8,57
	3,16
	2,87

	Масса косточки
	8
	
	
	
	
	
	
	
	
	3,75
	1,29

	Поражение морозами
	9
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	5,53

	Поражение болезнями
	10
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	


Таким образом, установлено, что из 45 коэффициентов корреляции 23 – достоверны на 1%-ном уровне значимости.

Преобразуем исходную матрицу коэффициентов корреляции, исключив из неё коэффициенты, недостоверные на 1%-ном уровне значимости (табл. 3), и построим на ее основе коррелограмму (рис. 1):
Данная коррелограмма не позволяет выделить корреляционные пледы переменных, поскольку почти все переменные тесно связаны между собой достоверными корреляциями. Учитывая это, удалим из матрицы и, соответственно, из коррелограммы связи меньше 0,7 (табл. 4, рис. 2):
Таблица 3. Коэффициенты корреляции, достоверные на 1%-ном уровне значимости

	Признаки
	Окраска побега
	Толщина побег.
	Площадь листа
	Длина черешка
	Окраска плода
	Окраска мякоти
	Масса плода
	Масса косточки
	Поражение морозами
	Поражение болезнями.

	
	1
	2
	3
	4
	5
	6
	7
	8
	9
	10

	Окраска побега
	1
	
	-0,32
	0,41
	
	0,74
	
	
	
	-0,34
	

	Толщина побега
	2
	
	
	0,91
	
	
	0,28
	0,42
	0,37
	
	

	Площадьлиста
	3
	
	
	
	0,83
	
	
	0,67
	0,54
	
	

	Длина черешка
	4
	
	
	
	
	
	
	0,40
	0,35
	-0,36
	-0,27

	Окр. кожицы плода
	5
	
	
	
	
	
	0,78
	0,50
	
	
	

	Окр. мякоти плода
	6
	
	
	
	
	
	
	0,80
	
	
	

	Масса плода
	7
	
	
	
	
	
	
	
	0,87
	0,32
	0,29

	Масса косточки
	8
	
	
	
	
	
	
	
	
	0,38
	

	Поражение морозами
	9
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	0,56

	Поражение болезнями
	10
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Рис. 1. Коррелограмма корреляционных связей между 10 признаками абрикоса, достоверных на 1%-ном уровне значимости

(все связи: и прямые, и обратные, – обозначены простыми линиями)

Таблица 4. Коэффициенты корреляции, превышающие 0,7 (сильные связи)
	Признаки
	Окраска побе-га
	Тол-щина побе-га
	Пло-щадь листа
	Дли-на чере-шка
	Окр. 
кож.

пло-да
	Окр. 
мяк.

пло-да
	Мас-са пло-да
	Мас-са кос-

точк.
	Поражен. морозами
	Поражен. болезнями

	
	1
	2
	3
	4
	5
	6
	7
	8
	9
	10

	Окраска побега
	1
	
	
	
	
	0,74
	
	
	
	
	

	Толщина побега
	2
	
	
	0,91
	
	
	
	
	
	
	

	Площадьлиста
	3
	
	
	
	0,83
	
	
	
	
	
	

	Длина черешка
	4
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	Окр. кожицы плода
	5
	
	
	
	
	
	0,78
	
	
	
	

	Окр. мякоти плода
	6
	
	
	
	
	
	
	0,80
	
	
	

	Масса плода
	7
	
	
	
	
	
	
	
	0,87
	
	

	Масса косточки
	8
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	Поражение морозами
	9
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	Поражение болезнями
	10
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Рис. 2. Коррелограмма достоверных сильных корреляционных связей

На рис. 2 изображена коррелограмма, иллюстрирующая сильные корреляционные связи. На основании структуры связей установлены 2 плеяды переменных:
1) плеяда №1 включает пять переменных – №№ 1, 5, 6, 7, 8;
2) плеяда №2 включает три переменные – №№ 2, 3, 4.

Переменные №9 и №10 не вошли в плеяды №1 и №2, поэтому их можно считать ортогональными, то есть не коррелирующими с другими переменными.

Метод максимального корреляционного пути, построения и разрезания дендрита. Алгоритм максимального корреляционного пути начинается так же, как и в предыдущем случае, с анализа исходной матрицы коэффициентов корреляции. Его наиболее удобно проводить в программе Excel. Рассмотрим последовательность шагов алгоритма:

1. Копируем матрицу коэффициентов корреляции в программу Excel.

2. В матрице находим максимальный по абсолютной величине коэффициент корреляции, поиск осуществляется по строчкам сверху вниз, по столбцам – слева направо. Если обнаружено несколько максимальных коэффициентов, выбираем первый, который был обнаружен при поиске сверху вниз и слева направо.

3. Создаем новую таблицу, для этого копируем строчку, в которой был обнаружен максимальный коэффициент, указываем номер этой строчки (слева), а над строчкой указываем номера всех столбцов. Отмечаем в этой строчке ячейку, в которой обнаружен максимальный коэффициент, более темной заливкой. Столбец, в котором обнаружен максимальный коэффициент, из дальнейшего анализа исключается и остаётся пустым.

4. Копируем следующую строчку из исходной матрицы, номер которой должен совпадать с номером столбца, в котором обнаружен максимальный коэффициент. В этой и последующих копируемых строчках соблюдается важное правило: коэффициенты корреляции, находящиеся в каждой ячейке столбца копируемой строчки, нужно сравнивать по абсолютной величине с коэффициентами корреляции, находящимися в предыдущей строчке по столбцам. Если коэффициент корреляции больше стоящего выше коэффициента, он оставляется в ячейке, если меньше – он заменяется на коэффициент в вышестоящей строке.

5. После этих преобразований находим максимальный коэффициент во второй по счету выписываемой строке. Отмечаем в этой строке ячейку, в которой обнаружен максимальный коэффициент, более темной заливкой.

6. Копируем следующую по счету строчку из исходной матрицы, номер которой должен совпадать с номером столбца, в котором обнаружен максимальный коэффициент. Данные операции проделываем то тех пор, пока не будут выписаны все строки исходной матрицы.

7. Финальная стадия максимального корреляционного пути заключается в корректировке значений максимальных коэффициентов по строкам. Следуя слева направо по каждому столбцу, нужно найти строчку, где максимальный коэффициент встретился первый раз, и именно в этой строчке выделить ячейку с максимальным коэффициентом более темной заливкой. Максимальные коэффициенты, расположенные по столбцам ниже этой ячейки, удаляются.

8. Далее строится дендрит максимальных связей. Дендрит представляет собой неиерархическую структуру из переменных (окружности с номерами переменных), которые соединяются линиями (максимальными связями), и над линиями указывается величина связи.

9. После построения дендрита эмпирически подбирается критическое значение коэффициента корреляции (обычно это 0,7). Все связи меньше 0,7 удаляются из дендрита (в некоторых случаях значение критического коэффициента корреляции может быть меньше 0,7). При этом выделяются корреляционные плеяды.

Перечисленные шаги становятся более понятными на конкретном примере (см. ниже).

Пример. Провести максимальный корреляционный путь, построить дендрит и выделить корреляционные плеяды на основе матрицы коэффициентов ранговой корреляции Спирмена между 10 переменными 100 сеянцев абрикоса (табл. 5).
Таблица 5. Матрица коэффициентов ранговой корреляции Спирмена между 10 переменными 100 сеянцев абрикоса

	
	Окраска побега
	Толщина побег.
	Площадь листа
	Длина черешка
	Окраска плода
	Окраска мякоти
	Масса плода
	Масса косточки
	Поражение морозами
	Поражение болезнями.

	
	1
	2
	3
	4
	5
	6
	7
	8
	9
	10

	Окраска побега
	1
	
	-0,32
	0,41
	-0,19
	0,74
	0,02
	0,13
	0,18
	-0,34
	0,26

	Толщина побега
	2
	-0,32
	
	0,91
	0,18
	0,11
	0,28
	0,42
	0,37
	0,23
	0,17

	Площадь листа
	3
	0,41
	0,91
	
	0,83
	0,21
	0,12
	0,67
	0,54
	0,21
	-0,13

	Длина черешка
	4
	-0,19
	0,18
	0,83
	
	-0,01
	-0,03
	0,40
	0,35
	-0,36
	-0,27

	Окр. кожицы плода
	5
	0,74
	0,11
	0,21
	-0,01
	
	0,78
	0,50
	0,03
	0,14
	-0,12

	Окр. мякоти плода
	6
	0,02
	0,28
	0,12
	-0,03
	0,78
	
	0,80
	0,14
	0,06
	0,09

	Масса плода
	7
	0,13
	0,42
	0,67
	0,40
	0,50
	0,80
	
	0,87
	0,32
	0,29

	Масса косточки
	8
	0,18
	0,37
	0,54
	0,35
	0,03
	0,14
	0,87
	
	0,38
	-0,13

	Поражение морозами
	9
	-0,34
	0,23
	0,21
	-0,36
	0,14
	0,06
	0,32
	0,38
	
	0,56

	Поражение болезнями
	10
	0,26
	0,17
	-0,13
	-0,27
	-0,12
	0,09
	0,29
	-0,13
	0,56
	


1. Копируем матрицу в Excel.
2. В матрице находим максимальный по абсолютной величине коэффициент корреляции: rmax=0,91 (корреляция между вторым и третьим переменными). Число последующих этапов максимального корреляционного пути равно числу переменных минус единица, то есть – 9 этапов.

3. Создаем новую таблицу, для этого копируем строчку №2, в которой был обнаружен максимальный коэффициент, над строчкой указываем номера всех столбцов. Отмечаем в этой строчке ячейку, в которой обнаружен максимальный коэффициент, более темной заливкой (табл. 6):

Таблица 6. Этап 1 максимального корреляционного пути (строчка №2)
	
	1
	2
	3
	4
	5
	6
	7
	8
	9
	10

	2
	-0,32
	
	0,91
	0,18
	0,11
	0,28
	0,42
	0,37
	0,23
	0,17


4. Поскольку rmax=0,91 обнаружен в столбце №3, копируем строчку №3 (табл. 7). Второй и третий столбцы не заполняются. В строке №3 делаем следующие преобразования: поскольку r31=0,41 больше r21=0,-0,32, r31=0,41 остается в ячейке 3-1. Аналогичным образом изменяем ячейки 3-4, 3-5, 3-7, 3-8. Так как r36=0,12 меньше r26=0,28, r36 заменяем на r26. Аналогичным образом заменяем ячейки 3-9 на 2-9, 3-1- на 2-10. В строке №3 находим rmax=0,83 (ячейка 3-4).
Таблица 7. Этап 2 максимального корреляционного пути (строчка №3)
	
	1
	2
	3
	4
	5
	6
	7
	8
	9
	10

	2
	-0,32
	
	0,91
	0,18
	0,11
	0,28
	0,42
	0,37
	0,23
	0,17

	3
	0,41
	
	
	0,83
	0,21
	0,28
	0,67
	0,54
	0,23
	0,17


5. Поскольку rmax=0,83 обнаружен в столбце №4, копируем строчку №4 (табл. 8). Второй, третий и четвертый столбцы не заполняются. В строке №4 делаем следующие преобразования: r41=-0,19 меньше r31=0,41, поэтому r41 заменяем на r31. Аналогичным образом изменяем ячейки 4-5, 4-6, 4-7, 4-8. Так как r49=-0,36 больше r39= 0,23 и r410=-0,27 больше r310=0,17, r49=-0,36 остается в ячейке 4-9, а r410=-0,27 остается в ячейке 4-10. В строке №4 находим rmax=0,67 (ячейка 4-7).
Таблица 8. Этап 3 максимального корреляционного пути (строчка №4)
	
	1
	2
	3
	4
	5
	6
	7
	8
	9
	10

	2
	-0,32
	
	0,91
	0,18
	0,11
	0,28
	0,42
	0,37
	0,23
	0,17

	3
	0,41
	
	
	0,83
	0,21
	0,28
	0,67
	0,54
	0,23
	0,17

	4
	0,41
	
	
	
	0,21
	0,28
	0,67
	0,54
	-0,36
	-0,27


6. Поскольку rmax=0,67 обнаружен в столбце №7, копируем строчку №7 (табл. 9). Второй, третий, четвертый и седьмой столбцы не заполняются. В строке №7 делаем следующие преобразования: r71=0,13 меньше r41=0,41, поэтому r71 заменяем на r41. Аналогичным образом изменяем ячейку 7-9. Так как r75=0,50 больше r45= 0,21, r76=0,80 больше r46=0,28, r78=0,87 и r710=0,29 больше r410=-0,27, перечисленные большие значения остаются в ячейках 7-5, 7-6, 7-8, 7-10. В строке №7 находим rmax=0,87 (ячейка 7-8).
Таблица 9. Этап 4 максимального корреляционного пути (строчка №7)
	
	1
	2
	3
	4
	5
	6
	7
	8
	9
	10

	2
	-0,32
	
	0,91
	0,18
	0,11
	0,28
	0,42
	0,37
	0,23
	0,17

	3
	0,41
	
	
	0,83
	0,21
	0,28
	0,67
	0,54
	0,23
	0,17

	4
	0,41
	
	
	
	0,21
	0,28
	0,67
	0,54
	-0,36
	-0,27

	7
	0,41
	
	
	
	0,50
	0,80
	
	0,87
	-0,36
	0,29


7. Поскольку rmax=0,87 обнаружен в столбце №8, следующей копируем строчку №8 (табл. 10). Столбцы №№ 2, 3, 4, 7, 8 не заполняются. В строке №8 делаем следующие преобразования: r81=0,18 меньше r71=0,41, поэтому r81 заменяем на r71. Аналогичным образом изменяем ячейки 8-5, 8-6, 8-10. Так как r89=0,38 больше r79= -0,36, r89=0,38 остается в ячейке 8-9. В строке №8 находим rmax=0,80 (ячейка 8-6).
Таблица 10. Этап 5 максимального корреляционного пути (строчка №8)
	
	1
	2
	3
	4
	5
	6
	7
	8
	9
	10

	2
	-0,32
	
	0,91
	0,18
	0,11
	0,28
	0,42
	0,37
	0,23
	0,17

	3
	0,41
	
	
	0,83
	0,21
	0,28
	0,67
	0,54
	0,23
	0,17

	4
	0,41
	
	
	
	0,21
	0,28
	0,67
	0,54
	-0,36
	-0,27

	7
	0,41
	
	
	
	0,50
	0,80
	
	0,87
	-0,36
	0,29

	8
	0,41
	
	
	
	0,50
	0,80
	
	
	0,38
	0,29


8. Поскольку rmax=0,80 обнаружен в столбце №6, следующей копируем строчку №6 (табл. 11). Столбцы №№ 2, 3, 4, 6, 7, 8 не заполняются. В строке №6 делаем следующие преобразования: r61=0,02 меньше r81=0,41, поэтому r61 заменяем на r81. Аналогичным образом изменяем ячейки 6-9, 6-10. Так как r65=0,78 больше r85=0,50, r65=0,78 остается в ячейке 6-5. В строке №6 находим rmax=0,78 (ячейка 6-5).
Таблица 11. Этап 6 максимального корреляционного пути (строчка №6)
	
	1
	2
	3
	4
	5
	6
	7
	8
	9
	10

	2
	-0,32
	
	0,91
	0,18
	0,11
	0,28
	0,42
	0,37
	0,23
	0,17

	3
	0,41
	
	
	0,83
	0,21
	0,28
	0,67
	0,54
	0,23
	0,17

	4
	0,41
	
	
	
	0,21
	0,28
	0,67
	0,54
	-0,36
	-0,27

	7
	0,41
	
	
	
	0,50
	0,80
	
	0,87
	-0,36
	0,29

	8
	0,41
	
	
	
	0,50
	0,80
	
	
	0,38
	0,29

	6
	0,41
	
	
	
	0,78
	
	
	
	0,38
	0,29


9. Поскольку rmax=0,78 обнаружен в столбце №5, следующей копируем строчку №5 (табл. 12). Столбцы №№ 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8 не заполняются. В строке №5 делаем следующие преобразования: так как r51=0,74 больше r61=0,41, r51=0,74 остается в ячейке 5-1. Поскольку r59=0,14 меньше r69=0,38, поэтому r59 заменяем на r69. Аналогичным образом изменяем ячейку 5-10. В строке №5 находим rmax=0,74 (ячейка 5-1).
Таблица 12. Этап 7 максимального корреляционного пути (строчка №5)
	
	1
	2
	3
	4
	5
	6
	7
	8
	9
	10

	2
	-0,32
	
	0,91
	0,18
	0,11
	0,28
	0,42
	0,37
	0,23
	0,17

	3
	0,41
	
	
	0,83
	0,21
	0,28
	0,67
	0,54
	0,23
	0,17

	4
	0,41
	
	
	
	0,21
	0,28
	0,67
	0,54
	-0,36
	-0,27

	7
	0,41
	
	
	
	0,50
	0,80
	
	0,87
	-0,36
	0,29

	8
	0,41
	
	
	
	0,50
	0,80
	
	
	0,38
	0,29

	6
	0,41
	
	
	
	0,78
	
	
	
	0,38
	0,29

	5
	0,74
	
	
	
	
	
	
	
	0,38
	0,29


10. Поскольку rmax=0,74 обнаружен в столбце №1, следующей копируем строчку №1 (табл. 13). Столбцы №№ 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8 не заполняются. В строке №1 делаем следующие преобразования: поскольку r19=-0,34 меньше r59=0,38, поэтому r19 заменяем на r59. Аналогичным образом изменяем ячейку 1-10. В строке №1 находим rmax=0,38 (ячейка 1-9).

Таблица 13. Этап 8 максимального корреляционного пути (строчка №1)
	
	1
	2
	3
	4
	5
	6
	7
	8
	9
	10

	2
	-0,32
	
	0,91
	0,18
	0,11
	0,28
	0,42
	0,37
	0,23
	0,17

	3
	0,41
	
	
	0,83
	0,21
	0,28
	0,67
	0,54
	0,23
	0,17

	4
	0,41
	
	
	
	0,21
	0,28
	0,67
	0,54
	-0,36
	-0,27

	7
	0,41
	
	
	
	0,50
	0,80
	
	0,87
	-0,36
	0,29

	8
	0,41
	
	
	
	0,50
	0,80
	
	
	0,38
	0,29

	6
	0,41
	
	
	
	0,78
	
	
	
	0,38
	0,29

	5
	0,74
	
	
	
	
	
	
	
	0,38
	0,29

	1
	
	
	
	
	
	
	
	
	0,38
	0,29


11. Поскольку rmax=0,38 обнаружен в столбце №9, следующей копируем строчку №9 (табл. 14). Столбцы №№ 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9 не заполняются. В строке №9 делаем следующие преобразования: так как r910=0,56 больше r110=0,29, r910=0,56 остается в ячейке 9-10. Таким образом, в строке №9 имеется только одна заполненная ячейка 9-10, следовательно, максимальный корреляционный путь завершен.
Таблица 14. Этап 9 (заключительный) максимального корреляционного пути (строчка №9)
	
	1
	2
	3
	4
	5
	6
	7
	8
	9
	10

	2
	-0,32
	
	0,91
	0,18
	0,11
	0,28
	0,42
	0,37
	0,23
	0,17

	3
	0,41
	
	
	0,83
	0,21
	0,28
	0,67
	0,54
	0,23
	0,17

	4
	0,41
	
	
	
	0,21
	0,28
	0,67
	0,54
	-0,36
	-0,27

	7
	0,41
	
	
	
	0,50
	0,80
	
	0,87
	-0,36
	0,29

	8
	0,41
	
	
	
	0,50
	0,80
	
	
	0,38
	0,29

	6
	0,41
	
	
	
	0,78
	
	
	
	0,38
	0,29

	5
	0,74
	
	
	
	
	
	
	
	0,38
	0,29

	1
	
	
	
	
	
	
	
	
	0,38
	0,29

	9
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	0,56


12. Корректируем максимальный корреляционный путь. Корректировка проводится по столбцам сверху вниз и заключается в следующем:

12.1. В столбцах №№ 1, 3, 4, 5, 8, 10 корректировка не проводится, поскольку в этих столбцах максимальными являются самые нижние коэффициенты корреляции;

12.2. В столбце №6 rmax=0,80 впервые появилось в ячейке 7-6, а затем было скопировано в ячейку 8-6, поэтому rmax, 86=0,80 удаляем и считаем максимумом rmax, 76=0,80;

12.3. В столбце №7 rmax=0,67 впервые появилось в ячейке 3-7, а затем было скопировано в ячейку 4-7, поэтому rmax, 47=0,67 удаляем и считаем максимумом rmax, 37=0,67;

12.4. В столбце №9 rmax=0,38 впервые появилось в ячейке 8-9, а затем было скопировано в ячейки 6-9, 5-9 и 1-9, поэтому rmax, 69=0,38, rmax, 59=0,38 и rmax, 19=0,38 удаляем и считаем максимумом rmax, 89=0,38.

В итоге скорректированный максимальный корреляционный путь выглядит следующим образом (табл. 15):
Таблица 15. Скорректированный максимальный корреляционный путь (финальная стадия)
	
	1
	2
	3
	4
	5
	6
	7
	8
	9
	10

	2
	-0,32
	
	0,91
	0,18
	0,11
	0,28
	0,42
	0,37
	0,23
	0,17

	3
	0,41
	
	
	0,83
	0,21
	0,28
	0,67
	0,54
	0,23
	0,17

	4
	0,41
	
	
	
	0,21
	0,28
	
	0,54
	-0,36
	-0,27

	7
	0,41
	
	
	
	0,50
	0,80
	
	0,87
	-0,36
	0,29

	8
	0,41
	
	
	
	0,50
	
	
	
	0,38
	0,29

	6
	0,41
	
	
	
	0,78
	
	
	
	
	0,29

	5
	0,74
	
	
	
	
	
	
	
	
	0,29

	1
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	0,29

	9
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	0,56


13. Далее строится дендрит максимальных связей. Дендрит строится на основе скорректированного максимального корреляционного пути (финальная стадия). Анализируем максимальные коэффициенты корреляции сверху вниз:

- переменное №2 связано с переменным №3 (r23=0,91),

- переменное №3 связано с переменными №4 (r34=0,83) и №7 (r37=0,67),

- строчку№4 пропускаем, так как в ней отсутствуют максимальные коэффициенты,

- переменное №7 связано с переменными №6 (r74=0,80) и №8 (r78=0,87),

- переменное №8 связано с переменным №9 (r89=0,38),

- переменное №6 связано с переменным №5 (r65=0,78),

- переменное №5 связано с переменным №1 (r51=0,74),

- строчку№1 пропускаем, так как в ней отсутствуют максимальные коэффициенты,

- переменное №9 связано с переменным №10 (r910=0,56).

Перечисленные связи изображаются в виде структуры из переменных и максимальных корреляций (рис. 3):
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Рис. 3. Дендрит максимальных коэффициентов корреляции
между 10 признаками абрикоса

14.Для того, чтобы выделить корреляционные плеяды, дендрит следует разрезать на кластеры. Установим следующее правило: если корреляция меньше 0,7, мы её разрываем, то есть в плеядах остаются связи больше 0,7 (рис. 4):
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Рис. 4. Корреляционные плеяды между 10 переменными абрикоса

Вывод: выделено 2 корреляционные плеяды: плеяда №1 включает переменные №№ 1, 5, 6, 7, 8; плеяда №2 включает переменные №№ 2, 3, 4; признаки №№ 9, 10 являются ортогональными. Данный вывод полностью соответствует выводу, сделанному методом коррелограмм.

Проверка корректности выделения корреляционных плеяд. Для того, чтобы проверить корректность выделения корреляционных плеяд, необходимо вычислить средние коэффициенты корреляции между всеми переменными в пределах каждой плеяды (внутриплеядные коэффициенты).

Затем вычислить средние коэффициенты корреляции между переменными из разных плеяд (межплеядные коэффициенты).

Если средние внутриплеядные коэффициенты превышают межплеядные, выделение корреляционных плеяд проведено корректно. Если средние внутриплеядные коэффициенты меньше средних межплеядных коэффициентов, выделение корреляционных плеяд проведено некорректно, и следует увеличить величину критического значения коэффициента корреляции, по которому разрывали корреляционные связи в коррелограмме или в дендрите.

Пример. Оценить корректность выделения плеяд методом коррелограмм и методом максимального корреляционного пути (см. предыдущие примеры). В результате применения этих методов выделено 2 плеяды: в плеяду №1 вошли переменные №№ 1, 5, 6, 7, 8; в плеяду №2 – переменные №№ 2, 3, 4. Кроме того, установлено, что переменные №8 и №9 ортогональные, то есть не коррелируют с другими переменными.

Решение
Для оценки корректности этих утверждений: 1) вычислим средние внутриплеядные коэффициенты корреляции; 2) средний межплеядный коэффициент корреляции; 3) средние коэффициенты корреляции между ортогональными переменными и переменными, вошедшими в плеяды.

Вначале вычислим средний коэффициент корреляции внутри плеяды №1 (r11). Для этого необходимо вычислить сумму коэффициентов корреляции по абсолютной величине без учета знака, поскольку нас интересует средняя степень связи между переменными внутри плеяды, а затем эту сумму разделить на число слагаемых, то есть на число внутриплеядных коэффициентов корреляции.

Строим таблицу значений коэффициентов корреляции (табл. 16) между переменными №№1, 5, 6, 7, 8 (значения коэффициентов берутся из исходной матрицы коэффициентов корреляции между 10 переменными абрикоса – табл. 5):
Таблица 16. Значения коэффициентов корреляции по абсолютной величине между переменными №№1, 5, 6, 7, 8, входящими в плеяду №1
	
	1
	5
	6
	7
	8

	1
	
	0,74
	0,02
	0,13
	0,18

	5
	
	
	0,78
	0,50
	0,03

	6
	
	
	
	0,80
	0,14

	7
	
	
	
	
	0,87

	8
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Аналогичным способом вычислим средний коэффициент корреляции внутри плеяды №2 (табл. 17):
Таблица 17. Значения коэффициентов корреляции по абсолютной величине между переменными №№2, 3, 4, входящими в плеяду №2

	
	2
	3
	4

	2
	
	0,91
	0,18

	3
	
	
	0,83

	4
	
	
	


Средний коэффициент корреляции внутри плеяды 2:
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Далее вычислим средний коэффициент корреляции между переменными, входящими в плеяды №1 и №2. Для этого построим таблицу абсолютных величин коэффициентов корреляции между соответствующими переменными (табл. 18):
Таблица 18. Абсолютные величины коэффициентов корреляции между переменными плеяд №1 и №2
	
	плеяда № 1

	
	1
	5
	6
	7
	8

	плеяда №2
	2
	0,32
	0,11
	0,28
	0,42
	0,37

	
	3
	0,41
	0,21
	0,12
	0,67
	0,54

	
	4
	0,19
	0,01
	0,03
	0,40
	0,35


Средний коэффициент корреляции между плеядами 1-2:
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Заполняем таблицу средних внутриплеядных и средних межплеядных коэффициентов корреляции (табл. 19).
Таблица 19. Средние коэффициенты корреляции внутри плеяд и между плеядами

	
	плеяда №1
	плеяда №2

	плеяда №1
	0,419
	0,295

	плеяда №2
	0,295
	0,640


Из табл. 19 следует, что средние внутриплеядные коэффициенты больше средних межплеядных коэффициентов, следовательно, плеяды выделены корректно.

Для того, чтобы убедиться в том, что выделенные переменные №9 и №10 ортогональны по отношению ко всем остальным переменным, вычислим соответствующие средние коэффициенты корреляции:

1) средний коэффициент корреляции между ортогональной переменной №9 и всеми остальными переменными:
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2) средний коэффициент корреляции между ортогональной переменной №10 и всеми остальными переменными:
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Результаты вычислений подтвердили вывод о том, что переменные №9 и №10 ортогональны по отношению ко всем остальным переменным, поскольку их средние значения связей с остальными переменными крайне малы: 0,289 и 0,224.

Анализ состава корреляционных плеяд. При анализе состава корреляционных плеяд следует тщательно проанализировать признаки, вошедшие в плеяды, их особенности, характеризующие эти признаки. Кроме того, следует выделить пары признаков, между которыми установлены сильные корреляции.

Пример. Корреляционная плеяда №1 включает следующие переменные: окраска побега (1), окраска плода (5), окраска мякоти (6), масса плода (7), масса косточки (8), то есть в неё вошли признаки окраски различных органов абрикоса, а также массы плода и косточки. Максимальная прямая корреляция выявлена между признаками «масса плода» и «масса косточки» (r78=0,87). Относительно высокие прямые корреляции установлены для следующих пар признаков: «окраска побега» и «окраска плода» (r15=0,74); «окраска плода» и «окраска мякоти» (r56=0,78); «окраска мякоти» и «масса плода» (r67=0,80).

Корреляционная плеяда №2 включает следующие признаки: толщина побега (2), площадь листа (3), длина черешка (4), то есть в неё вошли количественные признаки побега и листа. Очень высокая прямая корреляция выявлена между признаками «толщина побега» и «площадь листа» (r23=0,91). Относительно высокая прямая корреляция установлена для признаков: «площадь листа» и «длина черешка» (r34=0,83).

Ортогональными переменными являются признаки: поражение морозами (9) и поражение болезнями (10). Причем только между ними установлена прямая слабая корреляция r9-10=0,56. С остальными признаками недостоверные связи.

Оценка степени информативности переменных в пределах плеяды. Основой оценки степени информативности переменного в пределах плеяды является сравнительный анализ значений средних корреляций переменного с остальными переменными, входящими в плеяду. Переменное, которое наиболее тесно коррелирует со всеми остальными переменными плеяды, является наиболее информативным.

Пример. В таблице 20 представлены значения коэффициентов корреляции между переменными плеяды №1 и средние значения по каждому переменному:
Таблица 20. Коэффициенты корреляции между признаками плеяды №1

	
	Окраска побега
	Окраска плода
	Окраска мякоти
	Масса плода
	Масса косточки
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	1
	5
	6
	7
	8
	

	Окраска побега
	1
	
	0,74
	0,02
	0,13
	0,18
	0,268

	Окраска плода
	5
	0,74
	
	0,78
	0,50
	0,03
	0,513

	Окраска мякоти
	6
	0,02
	0,78
	
	0,80
	0,14
	0,435

	Масса плода
	7
	0,13
	0,50
	0,80
	
	0,87
	0,575

	Масса косточки
	8
	0,18
	0,03
	0,14
	0,87
	
	0,305


Данные, представленные в таблице 20, свидетельствуют о том, что признак «масса плода» наиболее тесно коррелирует с остальными признаками плеяды, то есть является наиболее информативным. Долее по убыванию степени информативности следуют признаки: окраска плода, окраска мякоти, масса косточки, окраска побега.

В таблице 21 представлены значения коэффициентов корреляции между переменными плеяды №2 и средние значения по каждому переменному:
Таблица 21. Коэффициенты корреляции между признаками плеяды №2

	
	Толщина побега
	Площадь листа
	Длина черешка
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	2
	3
	4
	

	Толщина побега
	2
	
	0,91
	0,18
	0,545

	Площадь листа
	3
	0,91
	
	0,83
	0,870

	Длина черешка
	4
	0,18
	0,83
	
	0,505


Данные, представленные в таблице 21, свидетельствуют о том, что признак «площадь листа» наиболее тесно коррелирует с остальными признаками плеяды, то есть является наиболее информативным. Далее по убыванию степени информативности следуют признаки: толщина побега, длина черешка.

Таким образом, из двух установленных плеяд можно выделить в качестве наиболее информативных следующие признаки: масса плода, площадь листа.

Выделение комплекса ортогональных (информативных) переменных. На основе корреляционного анализа следует выделить комплекс ортогональных переменных. В комплекс ортогональных переменных входят наиболее информативные переменные из каждой плеяды, а также переменные, не вошедшие ни в одну из плеяд. Именно этот комплекс будет наиболее полезен при проведении, например, любого многомерного статистического анализа. Кроме того, комплекс ортогональных переменных наиболее информативен при характеристике объектов исследования и позволяет уменьшить размерность пространства, то есть провести редукцию числа переменных.

Пример. Наиболее информативными признаками в пределах двух выявленных плеяд (см. предыдущие примеры) являются: масса плода и площадь листа. Переменными, не вошедшими ни в одну из плеяд, являются: балл поражения морозами и балл поражения болезнями. Следовательно, установлен комплекс из следующих ортогональных переменных: масса плода, площадь листа, балл поражения морозами, балл поражения болезнями.

Для анализа корреляционной матрицы предложено два способа выделения корреляционных плеяд: методом построения коррелограмм и методом максимального корреляционного пути с последующим разрезанием дендрита. Разработан алгоритм определения корректности выделения плеяд, анализа состава плеяд и выделения наиболее информативных признаков. Методом построения коррелограмм выделено 4 плеяды с разным количеством входящих в них признаков, доказана корректность их выделения. Методом максимального корреляционного пути построен дендрит, корректно разрезанный также на 4 плеяды. Плеяды, полученные двумя способами, полностью совпадают. В каждой плеяде выделен наиболее информативный признак, всего таких признаков выделено четыре (по количеству плеяд): масса плода, площадь листа, балл поражения морозами и балл поражения болезнями.
Работа выполнена в рамках ГЗ  ГБС РАН (№118021490111-5).
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